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1. For ett positivt heltal n betraktar vi en uppdelning av mangden {1,2,...,2n} i n stycken par Py, Py, ..., P,.
For varje par P;, lat p; vara produkten av de tva talen i P;. Bevisa att
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2. En f5ljd av heltal a1, as, a3, ... kallas ezakt om a2 — a2, = ap_mnim fOr alla n > m.

Bevisa att det finns en exakt f6ljd med a; = 1, as = 0, och bestdm aggg7-
3. Antag att F', G, H ar polynom med reella koefficienter, vars grad ej 6verstiger 2n + 1, och sadana att:
(1) For alla reella  har vi att
F(2) < G(z) < H(a).
(2) Det finns distinkta reella tal a1, xa, ..., 2, sadana att
F(z;) = H(x;) fori=1,2,...,n.
(3) Det finns ett reellt tal zq skilt fran z1, xa, ..., , sadant att
F(zo) + H(zo) = 2G(xo).
Bevisa att F(z) + H(z) = 2G(x) for alla reella tal z.

4. Lat aq, ao, ..., a, vara positiva reella tal, och lat S =a; + a2 + - - - + a,,. Bevisa att
2
(25 + n)(QS + aijaz2 + aza3 + - - + anal) Z 9(\/0,1&2 + Vasasz + -+ \/ana1> .

5. En funktion f &r definierad for alla reella tal utom 0, och antar alla reella virden férutom 1. Det &r ocksa
ként att

fley) = f(2)f(~y) — f(x) + f(y)

for alla =,y # 0, och att

for alla « & {0,1}. Bestam alla sadana funktioner f.

6. Fredde skriver ned talen 1,2,...,n i ndgon ordning pa en tavla. Han gor sedan en lista éver alla par (4, j)
sadana att 1 <1i < j < n och talet pa plats i pa tavlan ar storre &n talet pa plats j. Fredde upprepar nu
foljande procedur sa lange det gar: Han véljer ett par (¢,7) fran listan, byter plats pa det i:te och j:te talet
pa tavlan, och raderar darefter (4,7) fran listan. Bevisa att Fredde kan vélja paren i en sadan ordning att
talen pa tavlan star i vixande ordning nér han ar klar.

7. En krumelur &r sammansatt av sex liksidiga trianglar med sidlangd 1, pa det sdtt som visas i figuren
nedan. Bestam alla méjliga heltal n sadana att en liksidig triangel med sidan n kan byggas av krumelurer
(vridningar och speglingar av krumelurer ér tillatna; éverlappningar ar det inte).
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. Kalla en méngd A av heltal icke-isolerad om for varje a € A atminstone ett av talen a — 1 och a + 1 ocksa

tillhor A. Bevisa att antalet icke-isolerade delmingder av {1,2,...,n} med fem element ir (n — 4)2.

. En forening skall vélja en styrelse. Varje medlem av féreningen har valt tio kandidater till styrelsen, men

blir glad om atminstone en av dessa kommer med. Givet sex medlemmar av foéreningen sa finns det alltid
tva styrelsekandidater som skulle gora samtliga sex glada. Visa att en styrelse bestaende av tio personer
kan utses, sa att alla i foreningen blir glada.

Givet ar ett rutnét, vars 18 x 18 rutor kan vara antingen svarta eller vita. Ursprungligen &r alla rutorna
vita. Vi kan utfora féljande operation: Vilj en kolumn eller rad och byt farg pa alla rutorna i denna. Ar
det mojligt att upprepa denna operation sa att vi far ett rutnéit med exakt 16 svarta rutor?

Lat AD, BE och CF vara hojderna i triangeln ABC. Lat punkterna P, @, R och S uppfylla foljande krav:

(1) P &ar centrum for den omskrivna cirkeln till triangeln ABC.
(2) Striackorna PQ, QR och RS ar lika langa som denna cirkels radie.

(3) Den riktade strackan PQ har samma riktning som den riktade strackan AD. P4 samma sitt har QR
samma riktning som BF, och RS samma riktning som CF.

Bevisa att S dr centrum fo6r den inskrivna cirkeln till triangeln ABC.

Lat M vara en punkt pa den bage AB av den omskrivna cirkeln till triangeln ABC' som inte innehaller
C. Antag att projektionerna av M pa linjerna AB och BC' ligger pa sjilva triangelsidorna, och inte pa
deras forlangningar. Beteckna dessa projektioner X respektive Y. Lat K och N vara mittpunkterna pa AC
respektive XY. Bevisa att ZMNK = 90°.

Lat tq,to,...,tx vara k olika réta linjer i rummet, diar k > 1. Bevisa att det existerar punkter P; pa t;,
t=1,...,k, sadana att P,y; &r projektionen av P; pa t;11 for i =1,...,k — 1, och P; &r projektionen av
Pk pé tl.

I en konvex fyrhérning ABC D giller att ZADC = 90°. Lat E och F vara projektionerna av B pa linjerna
AD respektive AC. Antag att F' ligger mellan A och C, att A ligger mellan D och E, och att linjen EF
gar genom mittpunkten pa striackan BD. Bevisa att fyrhorningen ABCD kan skrivas in i en cirkel.

Den inskrivna cirkeln till triangeln ABC' tangerar sidan AC' i punkten D. En annan cirkel gar genom D
och tangerar stralarna BC och BA, varav den senare i punkten A. Bestdm forhallandet |AD|/|DC.

Lat a och b vara rationella tal sidana att s = a + b = a? + b%. Bevisa att s kan skrivas som ett brak vars
namnare ar relativt prima med 6.
Lat x, y, z vara positiva heltal saidana att ITH + 7”7+1 + %1

delaren till z, y och z. Bevisa att d < Jzy + yz + zx.

ar ett heltal. Lat d vara den storsta gemensamma

Lat a, b, ¢, d vara heltal skilda fran noll, sadana att den enda kvadrupel (z,y, z,t) av heltal som uppfyller
ekvationen

ar? + by + 2> +dt? =0
ar x =y = z =t = 0. Foljer det att talen a, b, ¢, d har samma tecken?

Lat r och k vara positiva heltal sadana att alla primtalsdelare till r &r storre dn 50.

Ett positivt heltal som star utskrivet i basen 10 (utan inledande nollor) och har minst k siffror, kallas hyvens
om varje sekvens av k konsekutiva siffror bildar ett tal (mojligen med inledande nollor) som &r en multipel
av r.

Visa att om det finns oéndligt manga hyvens tal, sa ar talet 10¥ — 1 ocksa hyvens.

L&t a och b vara positiva heltal, sidana att b < a och a3 + b® + ab ir delbart med ab(a — b). Bevisa att ab
ar kuben av ett heltal.



