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Czas na rozwigzywanie: 41/ godziny.
Pytania mozna zadawa¢ w ciagu poczatkowych 30 minut.
Dozwolone sa tylko przybory do pisania i rysowania.

—

. Dla dodatniej liczby catkowitej n rozwazmy rozbicie zbioru {1, 2, ...,2n} na n podzbioréw dwuelementowych
P, Py, ..., P,. W kazdym zbiorze P; niech p; bedzie iloczynem obu elementéw zbioru P;. Udowodni¢, ze
1 1 1
St <L
. Ciag liczb calkowitych ay, as, as, ...nazwiemy doktadnym, jezeli a2 — a2, = ap_manim dla n > m.
Wykazac, ze istnieje ciag dokladny, w ktorym aq = 1, ae = 0, i wyznaczy¢ az007.
. Niech F, G, H beda takimi wielomianami stopnia co najwyzej 2n + 1 o wspolczynnikach rzeczywistych, ze:
(1) Dla wszystkich liczb rzeczywistych x mamy
P(z) < Glx) < H(x).
(2) Istnieja takie rozne liczby rzeczywiste x1, 2o, ..., T, Ze
F(z;) = H(x;) dlai=1,2,...,n.
(3) Istnieje liczba rzeczywista xg rézna od x1, xa, ..., T,, dla ktérej
F(zo) + H(zo) = 2G(z0).
Dowies¢, ze F(x) + H(z) = 2G(x) dla wszystkich liczb rzeczywistych x.
. Niech a1, as, ..., a, beda dodatnimi liczbami rzeczywistymi, i niech S = a1 + a2 + - - - + a,,. Udowodni¢, ze
(2 +n)(2S + araz + azaz + -+ + anar) > 9(v/araz + \/@+-~~+\/%T1)2-
. Funkcja f, okre$lona na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych réznych od 0, przyjmuje wszystkie wartoSci

rzeczywiste rézne od 1. Ponadto

flxy) = f(@)f(=y) — f(=) + f(y)
dla dowolnych z,y # 0, oraz

dla kazdego = ¢ {0, 1}. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f.

. Fredek pisze liczby 1,2,...,n w pewnej kolejnosci, po czym sporzadza liste wszystkich takich par (i, j), ze

1 <i < j < n oraz i-ta liczba jest wigksza od j-tej liczby w jego permutacji. Nastepnie Fredek wielokrotnie
wykonuje nastepujaca operacje, dopoki jest mozliwa: wybiera parg (i, ) z biezacej listy, zamienia miejscami
liczbe i-ta z liczba j-ta w biezacej permutacji, i usuwa pare (i, 7) z listy. Wykazaé, ze Fredek moze wybieraé
pary w takiej kolejnosci, ze po zakonczeniu procesu liczby w permutacji beda uporzadkowane rosnaco.

. Potworek sklada sie z szeSciu trojkatow réwnobocznych o boku 1, jak pokazuje rysunek. Wyznaczy¢

wszystkie liczby catkowite n, dla ktorych trojkat réwnoboczny o boku n mozna podzieli¢ na potworki
(obroty i odbicia potworkéw sa dopuszczalne; potworki nie moga na siebie zachodzi¢).

AN



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

. Nazwijmy zbiér A liczb calkowitych nieizolowanym, jezeli dla kazdego a € A przynajmniej jedna z liczb

a—1, a+ 1 takze nalezy do A. Udowodni¢, ze liczba pigcioelementowych nieizolowanych podzbioréw zbioru
{1,2,...,n} wynosi (n —4)2.

. W pewnym stowarzyszeniu nalezy wybraé¢ zarzad. Kazdy cztonek wskazal 10 kandydatéw do zarzadu,

ale bedzie zadowolony, jezeli przynajmniej jeden z nich znajdzie si¢ w zarzadzie. Dla dowolnych szeiciu
czlonkow stowarzyszenia mozna utworzy¢ dwuosobowy zarzad, zadowalajacy wszystkich szeSciu. DowieS¢,
ze mozna wybra¢ 10-osobowy zarzad, zadowalajacy wszystkich czlonkéw stowarzyszenia.

Dana jest tablica 18 x 18, ktorej kazde pole moze by¢ biate albo czarne. Poczatkowo wszystkie pola sa biate.
Mozemy wykonywa¢ nastepujaca operacje: wybieramy kolumne albo wiersz i zmieniamy kolory wszystkich
pol w tej kolumnie albo wierszu. Czy wykonujac wielokrotnie taka operacje mozemy otrzymacé tablice,
w ktoérej bedzie doktadnie 16 czarnych pol?

W tréjkacie ABC odcinki AD, BE i CF sa wysoko$ciami. Punkty P, Q, R i S spelniaja nastepujace
warunki:

(1) P jest $rodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC.
(2) Dlugosci odcinkéw PQ, QR i RS sa réwne promieniowi okregu opisanego na trojkacie ABC.
(3) Odcinek zorientowany PQ ma ten sam kierunek i zwrot, co odcinek zorientowany AD. Podobnie,

odcinek QR ma ten sam kierunek i zwrot, co BE, za$ odcinek RS ma ten sam kierunek i zwrot, co
CF.

Wrykazaé, ze punkt S jest érodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC.

Punkt M lezy na tym tuku AB okregu opisanego na trojkacie ABC, ktory nie zawiera punktu C. Zalézmy,
ze rzuty prostokatne punktu M na proste AB i BC' leza na samych bokach, a nie na ich przedtuzeniach.
Oznaczmy te rzuty odpowiednio przez X i Y. Niech K i N beda odpowiednio §rodkami odcinkéw AC i XY
Dowies¢, ze ZMNK = 90°.

Niech tq,ta,...,t, beda réoznymi prostymi w przestrzeni (k > 1). Udowodnié, ze istnieja takie punkty P;
na t; (i =1,...,k), ze P11 jest rzutem prostokatnym P; na prosta t;41 dlai=1,...,k—1, a P, jest
rzutem prostokatnym Py na prosta t;.

W czworokacie wypuklym ABCD zachodzi rownos¢ ZADC = 90°. Punkty E i F sa rzutami prostokatnymi
punktu B odpowiednio na proste AD i AC. Zalézmy, ze punkt F' lezy miedzy A i C, punkt A lezy miedzy
D i E, za$ prosta EF przechodzi przez $rodek odcinka BD. Dowie$¢, ze na czworokacie ABC'D mozna
opisa¢ okrag.

Okrag wpisany w trojkat ABC' jest styczny do boku AC w punkcie D. Inny okrag przechodzi przez punkt
D 1 jest styczny do polprostych BC' i BA — do drugiej z nich w punkcie A. Obliczyé stosunek AD/DC.

Niech a i b beda takimi liczbami wymiernymi, ze s = a + b = a? + b%>. Wykazaé, ze liczbe s mozna zapisaé
w postaci utamka, ktérego mianownik jest wzglednie pierwszy z liczba 6.

T

d oznacza najwigkszy wspoélny dzielnik liczb x, y oraz z. Udowodni¢, ze d < Jxy + yz + zx.

Niech z, y, z beda takimi dodatnimi liczbami catkowitymi, ze liczba :”T“ + ’%1 + 2£L jest calkowita. Niech

Niech a, b, ¢, d beda takimi liczbami calkowitymi ré6znymi od zera, ze jedyna czworka liczb catkowitych
(z,y, z,t) spelniajaca réwnanie

az? + by + 2> +dt? =0
jest t =y =z =t =0. Czy wynika stad, ze liczby a, b, ¢, d maja jednakowy znak?

Dane sa dodatnie liczby catkowite r i k. Wszystkie dzielniki pierwsze liczby r sa wieksze od 50.

Dodatnig liczbe calkowita, ktorej zapis dziesigtny (bez zer poczatkowych) ma co najmniej k cyfr, nazwiemy
tadng, jezeli kazdy ciag k kolejnych cyfr tego zapisu przedstawia liczbe (by¢ moze z zerami poczatkowymi)
podzielna przez r.

Dowieéé, ze jesli istnieje nieskoniczenie wiele liczb tadnych, to liczba 10F — 1 tez jest tadna.

Niech a i b beda takimi dodatnimi liczbami calkowitymi, ze b < a oraz liczba a® + b® + ab jest podzielna
przez ab(a — b). Udowodnié, ze ab jest szeScianem liczby calkowite;j.



