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Olimpiados trukmé 4,5 valandos

Klausimai rastu dél salygy priimami per pirmasias 30 minuciy. Galima naudotis tik raS8ymo priemones.

1. Skaiciai {1,2,3,.....,2n} suskaidyti jn pory P, P, .....P,. Simboliu p, pazymékime poros P, skaiciy
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sandauga. [rodykite, kad —+—+...+—<1.
pl p2 pn

2. Sveikyjy skaiciy seka a,,a,,a,,..... vadinkime tikslia, jei su visais n > m galioja
lygybe af —ai =a, , -a,., . lrodykite, kad egzistuoja tiksli seka, kurioje a,=1, a, =0 ir raskite .y, .

3. F,G,Hyra nedidesnio kaip 2n+1 laipsnio daugianariai su realiaisiais koeficientais, tenkinantys
salygas:

a) Su visais realiaisiais skaiciais x F(x) < G(x) < H(x)
b) Egzistuoja skirtingi realieji skaiciai x,,x,,......, x, tokie, kad F(x;) = H(x;) su visais i=
1,2, ....n.
c) Egzistuoja toks realusis skai€ius x,, nesutampantis nei su vienu i$ skai€iy x,,x,,...... ,X
kad F(x,)+ H(x,)=2G(x,) .

Irodykite, kad su kiekvienu realiuoju skaic¢iumi x F(x) + H(x) = 2G(x).

4. Teigiamy realiyjy skai¢iy a,,a,,...,a, suma pazymékime S |rodykite, kad

2
(25+n)(2S+a1-a2+a2-a3+ ............ +an-a1)29(\/a1-a2+\/a2-a3+ ...... +,/an-a1) :
5. Funkcija f(x) yra apibrézta visy realiyjy skaic¢iy, nelygiy nuliui, aibéje ir jgyja visas realigsias reikSmes,
iSskyrus 1. Yra zinoma, kad su visais realiaisiais x, y # 0, galioja lygybé f (xy) =f(x)f(-y) —

1
f(x) +f(y) irkad  f(f(x))= — S kiekvienu x # 0, 1. Raskite visas tokias funkcijas.

X

6. Fredis eilute bet kaip surasé skaicius 1, 2,....., n. Tada jis sudaré sara$a visy tokiy pory (i, j),
1<i< j<n ,kurioms skaiius, esantis i — toje tos eilutés vietoje, didesnis uz skaiciy, esantj j — toje
vietoje. Dabar Fredis kartoja tokig operacija: jis pasirenka i$ saraso pora (i, j), sukeicia vietomis
skaicius, esancius eilutéje i — toje ir j — toje vietose, o tada iSbraukia pora (i, j) i$ saraso. Operacijos
kartojimas baigiasi, kai sarase nebelieka né vienos poros. Jrodykite, kad Fredis gali pasirinkinéti poras
taip, kad skaiciai eilutéje baty isrikiuoti didéjimo tvarka.

7. Spygli sudaro 6 lygiakrasciai trikampiai su krastineémis, kuriy ilgiai lygds 1, taip, kaip parodyta piesinyje.

Raskite visus tokius teigiamus sveikuosius skaiCius n, kad lygiakrastj trikampj su krastine n
galima sudéti i$ spygliy. Spyglius galima sukioti ir vartyti, taiau jie negali persidengti.

8. Aibe A vadinkime neizoliuota, jeigu kiekvienam jos elementui a bent vienas i$ skaiCiy a — 1 ir a +1 irgi
priklauso aibei A. |rodykite, kad skirtingy aibés {1,2, ..... ,n}neizoliuotq 5 — elemendiy poaibiy skaicius

yra (n— 4)2 :



10.

11.

Akcininkai renka bendroveés taryba. Kiekvienas akcininkas pasirenka 10 kandidaty j valdytojus, bet jis
bity laimingas, jeigu bent vienas i$ jo pasirinktyjy patekty j taryba. Bet kuriems 6 akcininkams galima
sudaryti 2 valdytotojy taryba taip, kad visi tie 6 akcininkai bty laimingi. [rodykite, kad galima sudaryti
tokig 10 valdytojy taryba, kad kiekvienas akcininkas bty laimingas.

Kiekvienas lentelés 18 x18 langelis gali bati nudazytas arba baltai arba juodai. PradZioje visi lentelés
langeliai yra nudazyti baltai. Lenteléje leidZziama atlikti tokig operacija: pasirinkti bet kurig eilute arba
stulpelj ir perdazyti visus pasirinktosios eilutés ar stulpelio langelius : juodus baltai, o baltus - juodai. Ar
galima, kartojant nurodytg operacija, gauti tokig lentele, kurioje baty lygiai 16 juodai nudazyty langeliy?

AD, BE ir CF yra trikampio ABC aukstinés. Taskai P, Q, R ir S yra parinkti taip, kad :
1) P yra apie trikampj ABC apibrézto apskritimo centras.
2) Atkarpy PQ, QR ir RS ilgiai yra lygis apie trikampj ABC apibrézto apskritimo spinduliui.
3) Kryptiné atkarpa PQ yra tos pacios krypties kaip AD, atkarpa QR yra tos pacios krypties
kaip BE ir RS yra tos pacios krypties kaip CF.

Jrodykite, kad tasSkas S sutampa su | trikampj ABC jbrézto apskritimo centru.
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Taskas M yra apie trikampj ABC apibrezto apskritimo lanko AB, kuriam nepriklauso C, taskas. Tasko M
projekcijos tiesése AB ir BC priklauso atkarpoms AB ir BC ir yra atitinkamai taskai X ir Y. Taskai K ir N

yra atkarpy AC ir XY vidurio takai.Jrodykite, kad ZMNK =90°

t,,1,,....t, yra skirtingos erdvés tiesés, o k > 1. [rodykite, kad tiesése ¢; galima parinkti taskus P,
t=12,..,k,kad P, yra P projekcija tieséje t,,,, i=1,2,....k =1 ir P, yratasko P, projekcija tieséje
1.

I3kilojo keturkampio ABCD kampas ZADC =90°, o tagkai E ir F yra tagko B projekcijos atitinkamai

tiesése AD ir AC. Sakykime, kad tasSkas F yra tarp tadky A ir C, taSkas A yra tarp D ir E ir kad tiesé EF
eina per atkarpos BD vidurio taska. |rodykite, kad apie keturkampj ABCD galima apibrézti apskritima.

| trikampj ABC jbréztas apskritimas liecia krasting AC taske D. Kitas apskritimas nubréztas per taska D,
liecia spindulj BA taske A ir, be to, liec¢ia spindulj BC. Raskite santykj AD / DC.

s, a ir b racionalieji skaiciai tokie, kads=a + b = a’+b*. [rodykite, kad skai€iy s galima uzraSyti
trupmena, kurios vardiklis neturi bendry dalikliy su skai¢iumi 6.

. L x+1 y+1 z+1
X, y ir z yra teigiami sveikieji skaiciai tokie, kad + +

yra sveikasis skaicius. Sakykime,
y Z X

kad d yra didZiausias bendras skaiciy x, y ir z daliklis. [rodykite, kad d <3/xy+ yz+xzZ.

a, b, ¢ ir d yra nenuliniai sveikieji skai€iai tokie, kad vienintelis ketvertas (x, y, z, t) , tenkinantis lygtj
ax’ +by2 +cz? +dt* =0 yra ketvertas x =y =z =1 = 0. Ar i§ to seka, kad visi skai€iai a, b, c ir d yra to
paties zenklo?

rir k yra teigiami sveikieji skaiciai, tokie, kad visi jy pirminiai dalikliai yra didesni uz 50. Natdralusis
skaicius vadinamas maloniu, jeigu jo deSimtainéje iSraiSkoje yra nemaziau negu k skaitmeny ir bet kurie
k i$ eiles einanciy jo skaitmeny sudaro skaiciy ( gal bat prasidedantj nuliais), kuris dalijasi i$ r. Jrodykite,

kad jeigu egzistuoja be galo daug maloniy skaiciu, tai skai€ius 10* -1 yra taip pat malonus skaicius.

Skaiciai a ir b yra tokie teigiami sveikieji skaiciai, kadb < a, 0 a’+b’+ab dalijasi i$ ab(a — b).
[rodykite, kad skaicius a- b yra sveikojo skai¢iaus kubas.



