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Kaupmannahofn, 3. névember 2007

Leyfilegur timi: 41/ klukkustund.
Spurningar eru leyfdar fyrstu 30 minaturnar.
Leyfileg hjalpartacki eru skriffeeri og teikniahold.

o

. Fyrir jdkveeda heiltolu n skodum vid skiptingu mengisins {1,2,...,2n} { n tveggja staka hlutmengi
P, P, ..., P,. Fyrir hvert hlutmengi P;, latum vid p; vera margfeldi talnanna tveggja i P;. Sannid
ad
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. Runa af heiltélum ay, as, as, ...er kdllud ndkvem ef a2 — a2, = an_manim fyrir 61l n > m.

Sannid ad til sé ndkveem runa med a; = 1, ag = 0, og dkvardid asgo7.

. Gerum réd fyrir ad F, G og H séu marglidur, med rauntolustudlum, af stigi sem ekki er heerra en 2n + 1 og

eru pannig ad eftirfarandi gildi:

(1) Fyrir allar rauntolur « gildir ad
F(z) < G(z) < H(x).

(2) Til eru élikar rauntolur x4, xo, ..., z, bannig ad
F(xz;) = H(z;) fyriri=1,2,...,n.

(3) Til er rauntala x¢ sem ekki er ein af t6lunum 1, xa, ..., £, bannig ad
F(zo) + H(zo) = 2G(x0).

Sannid ad F'(z) + H(x) = 2G(z) fyrir allar rauntolur .

. Latum aq, as, ..., a, vera jakveedar rauntolur og latum S = ay +as + - - - + a,. Sannid ad

(258 +n)(2S + aras + asaz + - -+ + apay) > 9(\/a1a2 4+ asas + - - + \/anal)Q.

. Fall f er skilgreint fyrir allar rauntélur nema 0 og tekur 6ll rauntélugildi nema 1. Einnig er vitad ad

flzy) = f(@)f(=y) = f(@) + f(y)

fyrir 6ll z,y # 0, og ad

fyrir 61l « ¢ {0,1}. Akvardio 61l slik foll f.

. Fridrik skrifar tolurnar 1,2,...,n { einhverri r6d. Sidan byr hann til lista af 6llum p6érum (7, j) pannig ad

1 <i < j <nog bannig ad tala niimer i er steerri en tala nimer j { uppréodun hans. Ad pvi loknu endurtekur
Fridrik eftirfarandi adgerd medan mogulegt er: Hann velur par (4, j) tr fyrirliggjandi lista, vixlar 4 tolum
ntmer ¢ og j { ndverandi uppréodun og eydir sidan (i, j) tr listanum. Sannid ad Fridrik geti valid porin {
bannig r6d ad, ad adgerdum loknum, séu télurnar { uppréduninni { strangt vaxandi rod.

. Myndin symir ptsl samsett tr sex jafnhlida prihyrningum med hlidarlengdir 1. Akvardid allar mogulegar

heiltélur n pannig ad pekja megi jafnhlida prihyrning, med hlidarlengd n, ad fullu med slikum puslum
(sntningar og speglanir & pislunum eru leyfd, en puslin mega ekki liggja hvert ofan 4 6dru eda ut fyrir stéra

prihyrninginn).
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. Kollum heiltélumengi A deinangrad, ef fyrir sérhvert a € A er ad minnsta kosti 6nnur talnanna a — 1 og

a+ 1 einnig { A. Sannid ad fjoldi fimm staka 6einangradra hlutmengja i {1,2,...,n} er (n — 4)%.

. I borg nokkurri parf ad kjésa borgarrad. Sérhver borgarbui hefur tilnefnt 10 einstaklinga { radid, en verdur

ansegdur ef minnst einn peirra neer kjori. Fyrir sérhverja sex borgarbia ma finna tvo einstaklinga pannig ad,
séu peir 1 rddinu, pa verda allir pessir sex borgarbiar dnsegdir med borgarradid. Sannid ad heaegt sé ad velja
borgarrad med 10 einstaklingum sem gerir alla borgarbta ansegda.

Okkur er tthlutad 18 x 18 toflu, par sem hver reitur getur verid svartur eda hvitur. I upphafi eru allir
reitirnir hvitir. Vid megum sidan framkveema eftirfarandi adgerd: Veljum annad hvort eina linu eda einn
dalk og breytum lit allra reitanna i peirri linu eda i peim déalki. Er mogulegt, med pvi ad endurtaka pessa
adgerd, ad fa fram t6flu med nakveemlega 16 svortum reitum?

I prihyrningi ABC eru AD, BE og C'F hedirnar. Latum punktana P, Q, R og S uppfylla eftirfarandi
skilyrdi:
(1) P er midpunktur umritads hrings prihyrningsins ABC.
(2) Ol strikin PQ, QR og RS eru jafnléng geisla umritads hrings prihyrningsins ABC.
(3) Stefnubundna strikid PQ hefur sému stefnu og stefnubundna strikid AD. A sama hatt hefur QR sému
stefnu og BE og RS hefur somu stefnu og CF.
Sannid ad S er midpunktur innritads hrings prihyrningsins ABC.

Latum M vera punkt & boganum AB 4 umritudum hring prihyrningsins ABC sem ekki inniheldur C. Gerum
rad fyrir ad ofanvorp punktsins M 4 linurnar AB og BC liggi 4 hlidunum sjilfum, en ekki framlengingum
beirra. Tédknum bessi ofanvérp med X og Y, { bessari r6d. Latum K vera midpunkt AC og N vera midpunkt
XY. Sannid ad ZMNK = 90°.

Latum tq,to,...,t; vera élikar beinar linur { prividu rami par sem k£ > 1. Sannid ad til séu punktar P;
bannig ad P; liggi 4 t;, i = 1,...,k og bannig ad P, sé ofanvarp P; 4 t;4q fyriri=1,...,k—1 og P; sé
ofanvarp Py & ty.

I kiiptum ferhyrningi ABC' D héfum vid ZADC = 90°. Latum F og F vera ofanvérp B 4 linurnar AD og
AC, { bessari r6d. Gerum rad fyrir ad F' liggi milli A og C, ad A liggi milli D og E og ad linan EF liggi
gegnum midpunkt striksins BD. Sannid ad ferhyrningurinn ABCD sé rasadur.

Innritadur hringur prihyrningsins ABC snertir hlidina AC { punktinum D. Annar hringur liggur { gegnum
D og snertir hélflinurnar BC og BA, ba seinni i punktinum A. Akvardid hlutfallid AD/DC.

Latum a og b vera raedar télur pannig ad s = a + b = a® + b?. Sannid ad s megi rita sem brot par sem
nefnarinn er 6sampatta 6.

Latum z, y og z vera jakveedar heiltolur pannig ad LTH + % + %1 sé heiltala. Latum d vera steersta

samdeili z, y og z. Sannid ad d < Jzy + yz + zz.

Latum a, b, ¢ og d vera heiltolur sem ekki eru ndll, pannig ad eina fernd heiltalna (z,y, z, t) sem uppfyllir
jofnuna

ar® +by? + 22 +dt*? =0
sé x =y =z =1t=0. Er b4 naudsynlegt ad télurnar a, b, ¢, d hafi allar sama formerki?

Latum r og k vera jakveaedar heiltolur pannig ad allir frumdeilar r eru steerri en 50.

Jékveed heiltala sem { tugakerfinu er skrifud med minnst & tolustéfum (sé fyrsti ekki nill) er kollud gdd
ef sérhver runa af k tolustofum i rod { bessari tugakerfisframsetningu myndar t6lu (moégulega med nillum
fremst) sem eru margfeldi af r.

Sannid ad ef til eru éendanlega margar gédar tolur pa hljoti 10¥ — 1 lika ad vera géd tala.

Latum a og b vera jakveaedar heiltolur, b < a, bannig ad a® + b3 + ab sé deilanleg med ab(a — b). Sannid ad
ab er teningstala (bridja veldi af heilli t6lu).



