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Lahendamisaega on 4 tundi 30 minutit.
Selgitusi iilesannete tekstide kohta antakse esimese 30 minuti jooksul.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Olgu n positiivne taisarv ning arvud 1, 2,...,2n jagatud paarideks P;, Ps, ..., P,. Iga paari P; jaoks olgu
p; molema paarilise korrutis. Toesta, et
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2. Nimetame tiisarvude jada ai, az,as, ... tipseks, kui a2 — a2, = ay_manim mistahes n > m korral. Toesta,

et leidub selline tépne jada, et a; = 1 ja as = 0, ning leia agggy7.

3. Olgu F,G ja H reaalarvuliste kordajatega iilimalt 2n + 1 astme poliinoomid, mis rahuldavad jargmisi
tingimusi.

(1) Iga reaalarvu x korral F(z) < G(z) < H(x).
(2) Leiduvad paarikaupa erinevad reaalarvud 1, xa, ..., 2, nii et F(z;) = H(x;) igai=1,2,...,n korral.
(3) Leidub arvudest 1, xa, ..., @, erinev reaalarv xg, nii et F(zg) + H(zo) = 2G(z0).

Toesta, et vordus F(x) + H(x) = 2G(x) kehtib iga reaalarvu x korral.

4. Olgu a1, as, ..., a, positiivsed reaalarvud ning S = a1 + a2 + ... + a,. Toesta, et
2
(25 +n)(2S + araz + azaz + ... + anay) > 9(\/a1a2 +y/asas + ...+ \/anal) .

5. Funktsioon f on méadratud koigil reaalarvudel vélja arvatud 0 ning ta saavutab koik reaalarvulised vadrtused
vélja arvatud 1. Mistahes x,y # 0 korral kehtib

fley) = f(2) f(=y) — f(x) + f(y)

ning mistahes = ¢ {0, 1} korral on

Leia koik sellised funktsioonid f.

6. Juku kirjutas tahvlile arvujarjendi, milles on mingis jarjekorras arvud 1,2, ..., n. Seejérel koostas ta nimekirja
koigist paaridest (7,7), kus 1 < i < j < n, kuid jirjendi i-s arv on j-ndast suurem. Edasi jargib Juku
jargmist tegevusjuhist, seni kuni voimalik: valida nimekirjast paar (¢, j), vahetada tahvlil olevas jarjendis i-s
ja j-s arv ning kustutada paar (7, j) nimekirjast. Toesta, et Juku saab paare valida sellises jirjekorras, et
pérast protsessi 16ppu on tahvlil olev jérjend kasvav.

7. Nimetame kronksuks joonisel ndidatud kujundit, mis koosneb kuuest vordkiilgsest kolmnurgast kiiljepikkusega
1. Vordkiilgne kolmnurk kiiljepikkusega n on tiikeldatud kronksudeks. Leia téisarvu n koik voimalikud
vaartused. (Kronksu voib poorata ja peegeldada).
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8. Nimetame téisarvudest koosnevat hulka A sébralikuks, kui mistahes a € A korral kuulub vihemalt iiks
arvudest a — 1 ja a+ 1 samuti hulka A. Tdesta, et hulgal {1,2,...,n} on (n—4)? viieelemendilist sobralikku
alamhulka.
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. Noukogu valib juhatust. Igal ndukogu liikmel on 10 lemmikkandidaati ning ta on rahul, kui vihemalt {iks

nendest padseb juhatusse. Noukogu mistahes kuue liikme jaoks leidub kaheliikmeline juhatus, millega koik
kuus on rahul. Toesta, et saab valida kiimneliikmelise juhatuse, millega jadvad rahule koik noukogu liikmed.

Tabelis on 18 rida ja 18 veergu ning selle iga ruut saab olla kas must voi valge. Algul on kéik ruudud valged.
Igal sammul on lubatud valida {iks rida vo6i ks veerg ning vahetada vérv koikidel ruutudel, mis asuvad
valitud reas voi veerus. Kas on voimalik saavutada olukord, kus tabelis on tépselt 16 musta ruutu?

Olgu AD, BE ja CF kolmnurga ABC koérgused. Punktid P, @, R ja S rahuldavad jargmisi tingimusi.

(1) Punkt P on kolmnurga ABC iimberringjoone keskpunkt.
(2) Loikude PQ QR ja RS pikkus on vordne iimberringjoone raadmsega

(3) Vektorid PQ ja AD on samasuunalised. Analoogiliselt ka QR il BE ja RS il CF.
Toesta, et S on kolmnurga ABC siseringjoone keskpunkt.

Kolmnurga ABC' iimberringjoonel on valitud punkt M, mis asub punktide A ja B vahel. Punktist M on
tommatud sirgetele AB ja BC' vastavalt ristldigud M X ja MY, kusjuures punktid X ja Y asuvad kolmnurga
kiilgedel, mitte nende pikendustel. Olgu K ja N vastavalt 16ikude AC ja XY keskpunktid. Tdesta, et
MNK = 90°.

Olgu & > 1 ning t1,to,...,t; erinevad sirged ruumis. TGesta, et neil saab valida vastavalt punktid
Py, Py, ..., Py nii, et punkt P on punkti P; projektsioon sirgele t;11 (i =1,2,...,k — 1) ning punkt P;
on punkti Py projektsioon sirgele ¢;.

Olgu kumera nelinurga ABCD nurk D téaisnurk. Punktist B on tommatud sirgetele AD ja AC vastavalt
ristldigud BE ja BF, kusjuures punkt F' asub punktide A ja C vahel ning punkt A asub punktide D ja E
vahel. Sirge E'F' ldbib 16igu BD keskpunkti. Toesta, et ABCD on kodlnelinurk.

Kolmnurga ABC siseringjoon puutub kiilge AC punktis D. Teine ringjoon lébi punkti D puutub kiirt BA
punktis A ning lisaks puutub kiirt BC'. Leia suhe AD/DC.

Olgu s, a ja b sellised ratsionaalarvud, et s = a + b = a? + b®. Toesta, et s voib esitada hariliku murruna,
mille nimetaja on arvuga 6 iihistegurita.

Olgu z, y ja z sellised naturaalarvud, et ITH + y7+1 + %1 on taisarv. Olgu d arvude z, y ja z suurim
ithistegur. Toesta, et d < Jxy + yz + zx.

Olgu a, b, c ja d sellised nullist erinevad taisarvud, et vorrandi axz? 4 by? + cz? + dt? = 0 ainus tiisarvuline
lahend on x = y = z =t = 0. Kas sellest jéareldub, et a, b, ¢ ja d on koik samaméargilised?
Olgu r ja k, positiivsed taisarvud ning arvu r koik algtegurid suuremad arvust 50.

Nimetame positiivset tdisarvu ilusaks, kui selle kiimnendesitus (mis ei alga numbriga 0) sisaldab vihemalt &
numbrit ning selle esituse mistahes k jirjestikust numbrit moodustab r-ga jaguva (voibolla nullidega algava)
arvu.

Toesta, et kui ilusaid arve on lopmata palju, siis ka arv 10¥ — 1 on ilus.

Olgu a ja b sellised positiivsed téisarvud, et b < a ning a® + b3 + ab jagub arvuga ab(a — b). Tdesta, et ab
on mingi taisarvu kuup.



