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Varighed: 41/> timer.
Spergmal kan stilles i lgbet af de fgrste 30 minutter.
Tegne- og skriveredskaber er eneste tilladte hjselpemidler.

1. Betragt, for et positivt heltal n, en partition af meengden {1,2,...,2n} i n delmeengder Py, P, ..., P, af to
elementer hver. I enhver delmaengde P;, lad p; betegne produktet af de to tal i P;. Bevis at

1 1 1
—+ — 4+ — <1
p1 P2 Pn
2. En fglge af heltal ai, ag, as, ...kaldes eksakt hvis a2 — a2, = ay—manim for alle n > m.

Bevis at der findes en eksakt fglge med a1 = 1, ay = 0, og bestem asgg7.
3. Antag at F, G, H er polynomier af grad hgjst 2n 4+ 1 med reelle koefficienter sadan at:
(1) For alle reelle « har vi
F(z) < G(z) < H(x).
(2) Der findes forskellige reelle tal 21, 3, ..., 2, sddan at
F(z;) = H(z;) fori=1,2,...,n.
(3) Der findes et reelt tal xq forskelligt fra x1, 2, ..., x, siddan at
F(z0) + H(zo) = 2G(x0).
Bevis at F'(z) + H(z) = 2G(x) for alle reelle tal .

4. Lad a4, ao, ..., a, veere positive reelle tal, oglad S =a; +as + -+ a,. Bevis at
(258 +n)(2S + aras + asaz + -+ -+ apay) > 9(\/a1a2 4+ asas + - - + \/anal)z.

5. En funktion f er defineret pa maengden af alle reelle tal undtagen 0 og antager alle reelle veerdier bortset
fra 1. Det vides ogsa at

flzy) = f(@)f(=y) = f(@) + f(y)

for alle z,y # 0, og at

for ethvert « ¢ {0,1}. Bestem alle sddanne funktioner f.

6. Frederik skriver tallene 1,2,...,n ned i tilfeeldig reekkefolge. Derefter laver han en liste over alle par (4, j)
hvor 1 < i < j < n og hvor det i’te tal er stgrre end det j’te tal i hans permutation. Herefter gentager
Frederik den fglgende handling s& mange gange han kan: veelg et par (i, ) fra den nuveerende liste, ombyt
det i’te og det j’te tal i den nuvaerende permutation, og slet (4, j) fra listen. Bevis at Frederik kan veelge
talpar i en sadan raekkefglge at tallene i permutationen, efter processens afslutning, er ordnet voksende.

7. En gnyf er sammensat af seks regulaere trekanter med sideleengde 1 som vist pé figuren nedenfor. Bestem
alle heltal n saledes at en reguleer trekant med sideleengde n kan deles op i gnyffer (det er tilladt at rotere

og spejle gnyfler).
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. Kald en mzengde A af heltal ikke-isoleret, hvis der for alle a € A gaelder at mindst et af tallene a —1 og a+1

ogsd tilhgrer A. Bevis at antallet af ikke-isolerede delmzengder af {1,2,...,n} med 5 elementer er (n — 4)2.

. En forening skal veelge en komité af ledere. Hvert medlem af foreningen har valgt 10 kandidater til komitéen,

men vil veere glad sé leenge mindst én af dem kommer med i komitéen. For hver gruppe af seks medlemmer
af foreningen eksisterer der en komité bestaende af to personer som ggr alle disse seks personer glade. Bevis
at der kan veelges en komité bestdende at 10 personer siledes at alle foreningens medlemmer er glade.

Vi betragter et 18 x 18-skema hvor hver celle enten kan vaere sort eller hvid. Til at starte med er alle celler
farvet hvide. Fglgende handling mé udfgres: vaelg en sgjle eller en rackke, og @&endr farven pa alle celler i
denne sgjle eller raekke. Er det muligt, ved gentagen brug af denne handling, at opna et skema med praecis
16 sorte celler?

Lad AD, BE og CF vare hgjderne i trekant ABC', og lad punkterne P, @, R og S opfylde fglgende krav:

(1) P er centrum i trekant ABC's omskrevne cirkel.

(2) Alle leengderne |PQ)|, |QR| og |RS| er lig radius i trekant ABC's omskrevne cirkel.

(3) Det orienterede linjestykke PQ har samme retning som det orienterede linjestykke AD. Tilsvarende
har QR samme retning som BF, og RS har samme retning som CF'.

Bevis at S er centrum i trekant ABC's indskrevne cirkel.

Lad M vere et punkt pa det buestykke AB af den omskrevne cirkel for trekant ABC' der ikke indeholder
C. Antag at projektionerne af M pa linjerne AB og BC ligger pa selve linjestykkerne og ikke pa deres
forleengelser. Kald disse projektioner henholdsvis X og Y. Lad K og N veere midtpunkterne af henholdsvis
AC og XY. Bevis at ZMNK = 90°.

Lad t1,ts, ..., t; veere forskellige rette linjer i rummet, hvor k£ > 1. Bevis at der findes punkter P; pa t;,
i=1,...,k, sddan at P,; er projektionen af P; pa t;11 fori =1,...,k —1, og P; er projektionen af Pj pa
t.

I en konveks firkant ABC'D har vi at ZADC = 90°. Lad E og F vere projektionerne af B pa henholdsvis
linjen AD og linjen AC. Antag at F' ligger mellem A og C, at A ligger mellem D og F, og at linjen FF' gar
gennem midtpunktet af linjestykket BD. Bevis at firkanten ABCD er indskrivelig.

Den indskrevne cirkel for trekant ABC rgrer siden AC' i punktet D. En anden cirkel gar gennem D og rgrer
halvlinjerne BC og BA, sidstneaevnte i punktet A. Bestem forholdet |AD|/|DC.

Lad a og b veere rationale tal sddan at s = a+b = a®+b%. Bevis at s kan skrives som en brgk hvor nsevneren
er indbyrdes primisk med 6.

Lad z, y, z veere positive heltal sddan at ”TH + %‘H + ZTH er et heltal. Lad d veere den storste faelles divisor
af z, y og z. Bevis at d < Jzy + yz + zz.

Lad a, b, ¢, d veere heltal forskellige fra 0, sddan at det eneste kvadrupel af heltal (z,y, z,t) der opfylder
ligningen

ar®> +by? + 22 +dt? =0
er x =y =z =1t=0. Fglger det da at tallene a, b, ¢, d har samme fortegn?

Lad r og k veere positive heltal sadan at alle primdivisorer i r er stgrre end 50.

Et positivt heltal, hvis decimalrepraesentation (uden indledende nuller) har mindst k cifre, kaldes muntert
hvis enhver sekvens af k pa hinanden fglgende cifre af denne decimalreprzesentation danner et tal (muligvis
med indledende nuller) der er et multiplum af 7.

Bevis at hvis der findes uendeligt mange muntre tal, si er tallet 10¥ — 1 ogsd muntert.

Lad a og b veere positive heltal, b < a, sddan at a® + b® + ab er deleligt med ab(a — b). Bevis at ab er et
kubiktal.



